
Analiza w przestrzeniach Lp

Lista 1

Zad 1. Pokaza¢, »e w ka»dej przestrzeni unormownej (X, ‖ · ‖) wzór d(x, y) = ‖x− y‖ zadaje metryk¦.

Zad 2. Udowodni¢ nierówno±¢ Younga, tj. »e dla ka»dych a, b > 0 oraz p, q > 1 takich, »e 1
p
+ 1

q
= 1

mamy ab ≤ ap

p
+ bq

q
. Zauwa»y¢, »e równanie 1

p
+ 1

q
= 1 ma rozwi¡zanie w liczbach dodatnich wtedy i

tylko wtedy, gdy p, q > 1.

Zad 3. Niech K = R lub C. Niech n ∈ N i p > 0. Wykaza¢, »e wzór ‖x‖p := p
√∑n

k=1 |x(k)|p de�niuje
norm¦ na n-wymiarowej przestrzeni liniowej Kn wtedy i tylko wtedy, gdy p ≥ 1.

Zad 4. Wykaza¢, »e wzór ‖x‖∞ = maxk=1,...,n |x(k)| de�niuje norm¦ na Kn oraz ‖x‖∞ = limp→∞ ‖x‖p.
Zad 5. Naszkicowa¢ kule jednostkowe na pªaszczy¹nie R2 w normach ‖ · ‖p dla p ∈ [1,∞].

Zad 6. Udowodni¢, »e na przestrzeni sko«czenie wymiarowej Kn wszystkie normy ‖ · ‖p, p ∈ [1,∞], s¡
równowa»ne, tzn. dla dowolnych p1, p2 ∈ [1,∞] istniej¡ c1, c2 > 0 takie, »e ‖x‖p1 ≤ c1‖x‖p2 oraz ‖x‖p1 ≤
c2‖x‖p2 . (De facto wszystkie normy na przestrzeni sko«czenie wymiarowej Kn s¡ sobie równowa»ne.)

Zad 7. Wykaza¢, »e podane zbiory ciagów o wyrazach w cieleK = R, C, wraz z dziaªaniami okre±lonymi
po wspóªrzednych, stanowi¡ przestrzenie wektorowe nad K:

`∞ = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : supk∈N |x(k)| <∞},

`p = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) :
∑∞

k=1 |x(k)|p <∞}, p ∈ (0,∞),

c = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : limk→∞ x(k) istnieje},

c0 = {x = (x(1), x(2), x(3), ...) : limk→∞ x(k) = 0}.
Zad 8. Udowodni¢, »e dla dowolnych 0 < p < q <∞ zachodz¡ wªa±ciwe inkluzje

`p ( `q ( c0 ( c ( `∞.

Zad 9. Pokaza¢, »e wzór ‖x‖∞ = supn∈N |x(n)| de�niuje norm¦ na przestrzeniach `∞, c oraz c0. Udowod-
ni¢, »e wraz z t¡ norm¡ przestrzenie te s¡ zupeªne i tworz¡ wst¦puj¡cy ci¡g domkni¦tych podprzestrzeni
c0 ⊆ c ⊆ `∞.

Zad 10. Pokaza¢, »e wzór ‖x‖p = (
∑∞

n=1 |x(n)|p)
1
p de�niuje norm¦ na przestrzeni `p wtedy i tylko

wtedy, gdy p ≥ 1. Ponadto dla p ≥ 1 przestrze« `p wraz z norm¡ ‖ · ‖p jest zupeªna.

Zad 11. Wyznaczy¢ odlegªo±¢ wektorów x, y w przestrzeni X:

N X x y N X x y
a) `∞ x(n) = (1 + 1

n
)n (1, 0, 0, ...) c) `1 (1, 1

3
, 1
32
, ...) (1, 1

2
, 1
22
, ...)

b) c0 x(n) = n
n2+1

y(n) = 1
n2+1

d) ` 3
2

(1
4
, 1
16
, 1
64
, ...) (0, 0, ...)

Zad 12. Pokaza¢, »e w przestrzeniach ciagów c0, c, `p, p ∈ [1,∞], zbie»no±¢ w normie poci¡ga zbie»no±¢
po wspóªrz¦dnych, ale nie jest jej równowa»na,

Zad 13. Wykaza¢, »e w przestrzeniach `p, p ∈ [1,∞], nie istnieje norma, w której zbie»no±¢ byªaby
równowa»na zbie»no±ci po wspóªrz¦dnych.

Zad 14. Sprawdzi¢, czy ci¡g xn elementów przestrzeni Banacha X jest zbie»ny do elementu a:

X xn a X xn a

a) `1 (sin
1

2n
, ..., sin

1

2n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...) (0, 0, ..., 0, ...) e) `∞ (0, 7
8 , ...,

n3−1
n3 , 0, 0, ...) (0, 7

8 , ...,
k3−1
k3 , ...)

b) `3 (
n2

2n
,
n2

2n
, ...,

n2

2n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...) (1, 0, ..., 0, ...) f) `∞ (
1

n2
,
1

n2
, ...,

1

n2︸ ︷︷ ︸
n

, n, 0, ...) (0, 0, ..., 0, ...)

c) c ((
4n+ 1

4n+ 3
)n, ..., (

4n+ 1

4n+ 3
)n︸ ︷︷ ︸

n

, 0, ...) (e−
1
2 , ..., e−

1
2 , ...) g) `p (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

,
1

n2
, ...,

1

n2︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...) (0, 0, ..., 0, ...)

d) ` 8
5

(
cos 1

n

n
,
cos 1

n

n
, ...,

cos 1
n

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...) (0, 0, ..., 0, ...) h) c0 xn(k) = 1− ( 1k )
n (1, 1, 1, 1, ...)


